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Re´sume´ :
Ce travail est de´die´ a` l’e´valuation de la conductivite´ thermique effective (CTE) des milieux poreux en condi-
tions partiellement sature´es a` l’aide d’une me´thode d’homoge´ne´isation en deux e´tapes (base´e sur le mode`le
Mori-Tanaka et la borne de Ponte-Castan˜eda-Willis). L’utilisation dans le mode`le d’une fonction de distribu-
tion en orientation (ODF) permets de prendre en compte l’isotropie transverse induite par les syste`mes des pores.
Conside´re´e homoge`ne a` l’e´chelle macroscopique, la conductivite´ thermique effective est de´pendante des proprie´te´s
physiques des phases subsidiaires. L’influence de la ge´ome´trie et de la distribution spatiale des inclusions sur
la CTE ainsi que la de´pendance avec le degre´ de saturation de la phase liquide sont quantifie´s. Les capacite´s
pre´dictives de la de´marche propose´e sont e´value´s par comparaison des simulations nume´riques avec les donne´es
expe´rimentales disponibles pour une argilite.
Abstract :
This work is dedicated to the determination of the effective thermal conductivity (ETC) of porous media in partially
saturated conditions by the use of a two-step homogenization method (based on the Mori-Tanaka model and the
Ponte-Castan˜eda-Willis bound). An orientation distribution function (ODF) permits to incorporate in the model-
ling the transverse isotropy of the pores systems. Appearing as homogeneous at the macroscopic scale, the ETC
depends on the physical properties of all subsidiary phases. The influence of the geometry and spatial distribution
of the inhomogeneities on the ETC and it’s dependence with the saturation degree of the liquid phase are quanti-
fied. The predictive capacities of the proposed model are evaluated by comparison of numerical simulations with
experimental data available for an argillite.
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1 Introduction
Dans une large varie´te´ d’applications industrielles et ge´otechniques impliquant des milieux poreuses
la bonne connaissance de leur microstructure et proprie´te´s effectives pre´sente un roˆle primordial, la
compre´hension physique et la mode´lisation mathe´matique de ces dernie`res e´tant e´troitement lie´es. Le
but de ce travail est la pre´diction de la conductivite´ thermique effective (CTE) des roches partialement
sature´es a` l’aide d’une me´thode d’homoge´ne´isation en deux e´tapes, avec une application directe sur une
argilite provenant du basin se´dimentaire de la re´gion Meuse-Haute Marne.
2 Principe d’homoge´ne´isation pour le proble`me de conductivite´ thermique
Homoge`nes a` l’e´chelle macroscopique, les ge´omate´riaux pre´sentent des proprie´te´s effectives aniso-
tropes, dues a` la pre´sence d’une large varie´te´ d’inhomoge´ne´ite´s observables a` l’e´chelle microscopique
(mine´raux, pores, fissures, cavite´s) dont la forme, la taille et la distribution spatiale sont ale´atoires (Levin
et Markov (2005)). On pre´sente ici le principe de base de l’homoge´ne´isation des milieux ale´atoires en
s’appuyant sur la solution du proble`me d’une inhomoge´ne´ite´ ellipsoı¨dale noye´e dans une matrice ayant
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des proprie´te´s physiques diffe´rentes. Conside´rons pour cela un volume e´le´mentaire repre´sentatif (VER)
Ω compose´ d’une matrice solide (de tenseur de CTE λ0) occupant le domaine Ω0 et un syste`me d’inho-
moge´ne´ite´s (domaine ΩI , conductivite´ λI , fraction volumique ϕI ). Au bord ∂Ω, ce VER est soumis a`
une condition de gradient thermique uniforme ; un champ microscopique gradient thermique ε (perturba-
tion) est ge´ne´re´ par le vecteur flux de chaleur microscopique σ (polarisation). Le proble`me stationnaire
de CTE s’e´crit sous la forme :
div σ = 0 (a) σ = −λ(z).ε (b) T = E.z, ∀ z ∈ ∂Ω (c) (1)
E de´note le champ macroscopique gradient thermique ; avec z le vecteur de position dans le VER on a :
λ(z) = λI , ∀ z ∈ ΩI (a) λ(z) = λ
0, ∀ z ∈ Ω0 (b) (2)
Une e´tape importante des approches micro-macro consiste a trouver la re`gle de localisation reliant les
champs gradient thermique macroscopique et microscopique par le tenseur de concentration A du second
ordre : ε(z) = A(z).E. Conside´rant 〈a(z)〉 comme moyenne de tout champ a sur le VER on trouve le
champ macroscopique flux de chaleur sous la forme suivante :
Σ = 〈σ(z)〉 = 〈−λ(z).ε(z)〉 = 〈−λ(z).A(z)〉.E = −λhom.E (3)
Par l’utilisation de la condition de cohe´rence 〈A(z)〉 = δ et en moyennant le tenseur de concentration
sur le domaine des inclusions on peut de´finir la CTE par la relation :
λ
hom = λ0 + ϕI (λ
I − λ0).〈A〉I (4)
Ge´ne´ralement, pour un milieu compose de r phases distinctes, on peut e´crire, de manie`re analogue :
λhom =
∑
r
ϕr〈λr.Ar〉 (5)
Classiquement, la re´solution du proble`me de localisation s’appuie sur le re´sultat du proble`me de l’in-
homoge´ne´ite´ ellipsoı¨dale (Torquato (2002)). La perturbation microscopique provoque´e par le gradient
thermique homoge`ne E0 subit par le VER est donne´e par : εI = A0I .E
0
, avec le tenseur de concentration
de la polarisation faisant intervenir le tenseur d’interaction d’ordre deux P 0
I
:
A
0
I
=
[
δ + P 0
I
.
(
λ
I − λ0
)]
−1 (6)
On conside`re dans cette e´tude des inclusions de type oblate et/ou prolate dont les demi-longueurs (centre´es
a` l’origine O) sont note´s respectivement a (dans le plane z1 − z2) et c = aX (z3 e´tant l’axe de syme´trie
et X le rapport d’aspect). L’assomption d’une matrice dont le tenseur CTE est isotrope entourant des
inhomoge´ne´ite´s aligne´s suivant z3 permet d’e´crire (Carslaw et Jaeger (1959); Torquato (2002)) :
P
0
I
=
QI
λ0
(e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2) +
1− 2QI
λ0
e3 ⊗ e3 (7)
En utilisant la relation (7) le tenseur de concentration est exprime´ sous la forme :
A
0
I =
λ0
(1−QI)λ0 + QIλI
(e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2) +
λ0
2QIλ0 + (1− 2QI)λI
e3 ⊗ e3 (8)
avec le terme QI ayant l’expression analytique suivante :

QI =
1
2
{
1 +
1
X2 − 1
[
1−
1
χa
arctan (χa)
]}
, ∀X ∈]1,+∞[ (oblate)
QI =
1
2
{
1 +
1
X2 − 1
[
1−
1
2χb
ln
(
1 + χb
1− χb
)]}
, ∀X ∈ [0, 1[ (prolate)
(9)
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Dans l’e´qn. (9) la notation χ2a = (1/X2)−1 a e´te´ adopte´e. La pre´sence du X dans l’expression du tenseur
d’interaction P 0I montre une de´pendance des proprie´te´s macroscopiques avec le rapport d’aspect de l’el-
lipsoı¨de conside´re´. Notons que le cas particulier d’une inhomoge´ne´ite´ sphe´rique est facilement retrouve´
en mettant X = 1 (ce qui donne Q = 1/3) ; aussi, les tenseurs A0I respectivement P 0I s’e´crivent :
P
0
I =
1
3λ0
δ , A0I =
3λ0
2λ0 + λI
δ (10)
2.1 Me´thodes d’e´valuation de la conductivite´ thermique effective
On introduit a` pre´sent les re´sultats pre´ce´demment obtenus dans diffe´rentes me´thodes d’homoge´ne´isation
permettant d’e´valuer la CTE des milieux poreux contenant plusieurs phases distinctes. Pour simplifier la
pre´sentation et se focaliser sur les effets des syste`mes des pores (car ces inclusions controˆlent les pro-
prie´te´s de transport dans les roches) on conside`re (en suivant Dormieux et Kondo (2005)) le VER comme
e´tant compose´ d’une matrice solide entourant un espace poreux (domaine Ωp) partialement sature´ et qui
se de´compose lui-meˆme en un domaine gazeux (index g, domaine Ωg) et un domaine liquide (index l,
domaine Ωl). Ils re´sultent les identite´s suivantes :
ϕp = ϕg + ϕl, Ωg = ϕgΩ, Ωl = ϕlΩ, Ωs = (1− ϕg − ϕl)Ω, Ωp = Ωg + Ωl = ϕpΩ (11)
Le sche´ma Mori-Tanaka (Mori-Tanaka (1973)) Le principe de cette me´thode consiste a supposer l’in-
clusion soumise a` un champ gradient thermique macroscopique fictif, note´ E f . L’adaptation a` cette
technique du re´sultat obtenu pour le proble`me de l’inhomoge´ne´ite´ ellipsoı¨dale (e´qn. 6) conduit a` une
relation de pseudo-localisation pour toutes les familles r du VER (ici r = i = g, `) :
〈ε〉s = εs = Ef ; 〈ε〉i = εi = A
0
i .Ef (12)
En moyennant le gradient thermique on trouve : E = 〈ε〉 = (1− ϕg − ϕ`) 〈ε〉s + ϕg〈ε〉g + ϕ`〈ε〉`.
L’inversion de cette relation et la conside´ration des relations (12) fournissent :
Ef = A
MT
int .E avec A
MT
int =
[
(1− ϕg − ϕ`) δ + ϕgA
0
g + ϕ`A
0
`
]
−1 (13)
Les tenseurs de concentration des phases liquide et gazeuse sont exprime´s a` l’aide du tenseur d’in-
teraction AMTint pre´ce´demment introduit ; il re´sulte que AMTi = A0i .AMTint . Quelques manipulations
alge´briques supple´mentaires permettent d’obtenir l’estimation Mori-Tanaka pour le tenseur CTE :
λ
MT = λs + ϕg(λg − λs).A
MT
g + ϕ`(λ` − λs).A
MT
` (14)
L’e´valuation du tenseur CTE homoge´ne´ise´ requiert la connaissance du tenseur d’interaction P . Cette
me´thode permets de prendre en compte les effets d’interaction et d’incorporer la ge´ome´trie des inho-
moge´ne´ite´s, mais seulement dans le contexte d’une distribution dilue´e et/ou sphe´rique. Un formalisme
permettant de conside´rer une distribution ellipsoı¨dale est la borne de Ponte Castan˜eda-Willis (1995).
Borne de Ponte Castan˜eda-Willis (1995) pour des distributions ellipsoı¨dales d’inhomoge´ne´ite´s Le point
de de´part est l’e´quation (3.20) de Ponte Castan˜eda-Willis (1995), qui donne pour le tenseur de CTE :
λ
PCW = λs +
(
ϕgT g.P
d + ϕ`T `.P
d
)
−1
(ϕgT g + ϕ`T `) (15)
ou` les tenseurs T i attache´s respectivement aux phases liquide and gazeuse (i = g, `) s’e´crivent : T i =[
(λi − λs)
−1 + P si
]
−1
. Le tenseur P d quantifie la distribution spatiale des inclusions et s’exprime :
P
d =
Qd
λs
(e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2) +
1− 2Qd
λs
e3 ⊗ e3 (16)
avec Qd ayant la meˆme forme donne´e dans l’e´qn. (9). Notons que cette estimation est identique avec celle
de Mori-Tanaka (1973) pour des inclusions sphe´riques. Sa validite´ est ge´ne´rale pour plusieurs classes
des mate´riaux du type matrice-inclusions et son grand avantage est la prise en compte de la ge´ome´trie et
de la distribution spatiale des inclusions introduites se´pare´ment dans le mode`le.
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3 Extension a` la conductivite´ thermique anisotrope des milieux poreux
Pour prendre en compte la CTE anisotrope (due aux orientations des syste`mes des pores) on utilise
une fonction de distribution en orientation (ODF) (Johansen et al. (2003); Ulm et al. (2005)). L’orienta-
tion angulaire de chaque famille d’inclusions par rapport au syste`me de coordonne´es global (x1, x2, x3)
associe´ a` la matrice est donne´e par les angles Eulerienes θ et ϕ du vecteur normal n qui de´crit lui-meˆme
l’orientation du syste`me d’inclusions (0 ≤ θ ≤ pi et 0 ≤ ϕ ≤ 2pi). La conside´ration de l’axe x3 comme
axe de syme´trie offre a` la probabilite´ de densite´ pour des orientations particulie`res (note´e W (θ, ϕ)) une
inde´pendance par rapport a` l’angle ϕ ; ainsi, la probabilite´ de respecter la condition θ ∈ [θ1, θ2] s’e´crit :
R(θ1 ≤ θ ≤ θ2) = 4pi
2
∫ θ2
θ1
W (θ) sin θdθ (17)
La fonction ODF choisie est sous la forme Gaussiene (Ulm et al. (2005)) :
W (θ) = σ cosh(σ cos(θ))/ sinh(σ) (18)
k(σ) est obtenu a` l’aide du crite`re de normalisation suivant :
1
4pi
∫
2 pi
ϕ=0
∫ pi
θ=0
W (θ) sin θdθdϕ = 1 ⇒
∫ pi
θ=0
W (θ) sin θdθ = 2 (19)
avec σ un parame`tre de´crivant le degre´ d’orientation de l’alignement pre´fe´re´. La contribution de toutes
les familles d’inclusions sur la CTE peut enfin eˆtre obtenue par inte´gration sur la sphe`re unite´ tandis que
l’anisotropie de cette proprie´te´ est simultane´ment prise en compte par la fonction ODF.
4 Homoge´ne´isation en deux e´tapes pour e´valuer la CTE des roches argileuses
On applique les techniques pre´ce´demment introduites pour e´valuer la CTE d’un mate´riau compose´
des constituants solides et un espace poreux partialement sature´ (liquide et gaz). Les pores ont un faible
rapport d’aspect, leur taille et forme sont identiques (oblate). L’homoge´ne´isation en deux e´tapes permets
l’addition successive dans le mode`le des pores et des constituants solides, le sche´ma suivi e´tant ordonne´
de la manie`re suivante (voir aussi Gruescu et al. (2007)) :
Etape 1 : matrice argileuse et pores partialement sature´s. La matrice argileuse (domaine Ωm, tenseur
CTE λm isotrope transverse) contient des inclusions sphe´riques de quartz et de calcite (fractions volu-
miques ϕqu, ϕca). Ceci donne lieu a` l’identite´ suivante : Ωm = (1−ϕca−ϕqu)Ω0, utile elle-meˆme pour
re´e´crire les fractions volumiques des phases liquide et gazeuse sous la forme :
ϕIi = Ωi/(Ωm + Ωp) = ϕi/(1− ϕca − ϕqu) , (i = g, `) (20)
En injectant ces expressions dans la relation (15) et a` l’aide de la fonction ODF on obtient la CTE
homoge´ne´ise´e de la matrice et de l’espace poreux, note´e λhomI . Le mate´riau est sature´ progressivement,
le taux de saturation de la phase liquide e´tant de´duit a` l’aide des relations pre´ce´dentes sous la forme :
Sr = Ωl/Ωp = ϕ`/(ϕ` + ϕg) = ϕ`/ϕp (21)
Etape 2 : matrice poreuse et inclusions sphe´riques de quartz et calcite. Les re´sultats ainsi obtenus sont
utilise´es comme donne´es d’entre´e pour le mode`le de Mori-Tanaka, technique adapte´e a` ce stade en raison
de la forme sphe´rique des inclusions mine´raux. Le tenseur de CTE λhomII obtenu par ce mode`le est la
donne´e de sortie de la deuxie`me e´tape d’homoge´ne´isation :
λ
hom
II = λ
hom
I +
[
ϕqu
(
λqu − λ
hom
I
)
.A0qu + ϕca
(
λca − λ
hom
I
)
.A0ca
]
.
.
[
(1− ϕqu − ϕca) δ + ϕqu A
0
qu + ϕca A
0
ca
]
−1
(22)
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5 Simulations nume´riques et investigations expe´rimentales
Les capacite´s pre´dictives du mode`le propose´ sont teste´es quantitativement et qualitativement en ap-
pliquant la proce´dure propose´e a` l’e´valuation de la CTE d’une argilite provenant du bassin de Meuse-
Haute Marne. Les donne´es expe´rimentales ont e´te´ obtenues au LAEGO dans des e´tudes coordonne´es
par l’ANDRA pour des proble`mes de stockage souterrain des de´chets radioactifs. Outre la composi-
tion en mine´raux largement domine´e par le quartz et les calcites (entre 30 et 60 %) on a pu observer
une tre`s faible teneur en eau, qui varie entre 5 et 9 % (Homand (1998)), et la tre`s faible perme´abilite´
( 10−20 − 10−22 m2), due au diame`tre moyenne tre`s petit des pores (' 0.02µm). Ceci induit des ef-
fets isolants : plus la taille des pores est petite plus la surface de contact entre la matrice et les pores
est importante. Les conductivite´s thermiques des phases liquide et gazeuse, de la matrice argileuse et
des constituants mine´raux ont e´te´ expe´rimentalement de´termine´s (Clauser et Huenges (1995); Vas-
seur et al. (1995)) et sont respectivement : λ` = 0.5984 W K−1 m−1, λg = 0.0255 W K−1 m−1,
λarg ≈ 1.8 W K
−1 m−1, λqu = 7.7 W K
−1 m−1, λca = 3.3 W K
−1 m−1. Au regard des simulations
nume´riques et des observations expe´rimentales on observe la de´pendance de la CTE de la matrice avec
la composition mine´ralogique, la forme et la ge´ome´trie des inclusions, et leur degre´ de saturation. Les
effets isolants sont fortes pour des syste`mes des pores aligne´s avec les axes de syme´trie du mate´riau, et le
degre´ d’anisotropie diminue avec l’augmentation du pourcentage des mine´raux (en raison de leur forme
sphe´rique). Ces effets sont aussi tre`s forts pour des inclusions ayant un rapport d’aspect tre`s faible. Sur les
figures 1-6 on pre´sente des comparaisons entre les simulations nume´riques effectue´es suivant trois direc-
tions (paralle`le, 45o et perpendiculaire) par rapport a` la stratification, avec le choix d’un rapport d’aspect
X = 0.05. La bonne concordance entre les simulations nume´riques et les re´sultats expe´rimentales montre
les bonnes capacite´s pre´dictives de la proce´dure propose´e et la valide pour ce domaine d’application.
6 Conclusions
Cette e´tude est de´die´e a` la mise en œuvre d’une mode´lisation microme´canique pour l’homoge´ne´isation
de la conductivite´ thermique effective (CTE) des roches en conditions partiellement sature´es. L’utilisa-
tion (en deux e´tapes succesives) des techniques de Mori-Tanaka et Ponte-Castan˜eda-Willis rends pos-
sible la prise en compte des constituants solides respectivement des pores (mode´lise´s par des inclusions
ellipsoı¨dales) remplis avec de l’eau et de l’air pre´sents dans l’argilite e´tudie´e. L’isotropie transverse de
la CTE (due a` l’alignement particulier des syste`mes de pores) est e´galement prise en compte a` l’aide
d’une fonction de distribution en orientation. Les simulations nume´riques compare´es avec des donne´es
expe´rimentales disponibles illustrent les bonnes capacite´s pre´dictives du mode`le propose´ et permettent
e´galement d’e´tudier l’influence de la ge´ome´trie, de la distribution spatiale et du degre´ de saturation du
milieu poreux sur la conductivite´ thermique effective.
Re´fe´rences
Carslaw, J.-C., Jaeger, H.-S., 1959, Conduction of Heat in Solids, Oxford University Press, England
Clauser, Ch., Huenges, E., 1995, Thermal conductivity of Rocks and Minerals, in : Handbook of Physical
Constants : Rock Physics and Phase Relations (ed. Tom Ahrens) Vol. 3 pp. 105-126
Dormieux, L., Kondo, D., 2005, Poroelasticity and damage theory for cracked media, in : Applied
Micromechanics of Porous Media, CISM courses and lectures, (ed. L. Dormieux and F.J. Ulm)
Gruescu, I.C., Giraud, A., Homand, F., Kondo, D., Do, D.P., 2007, Effective thermal conductivity of
partially saturated rocks, Int. J. Sol. Struct., 44 (3-4) pp. 811-833
Homand F., 1998, Me´sures thermiques sur le site Est, Rapp. Andra DRP0ENG 98-009/A, INPL-LAEGO
Johansen, T. A., Jakobsen, M., Ruud, B. O., 2003, Estimation of internal structure and anisotropy of
shales from borehole data, SRC Rep. No. 01-003, Inst. Solid Earth Physics, Univ. of Bergen
5
18 e`me Congre`s Franc¸ais de Me´canique Grenoble, 27-31 aouˆt 2007
Levin, V.M., Markov, M.G., 2005, Electroconductivity of a medium with thin low-resistivity inclusions,
Journ. Electrostatics, 61, pp. 129-145
Mori, T., Tanaka, K., 1973, Average stress in matrix and average elastic energy of materials with misfit-
ting inclusions, Acta Metall., 21, pp. 571-574
Ponte Castan˜eda, P., Willis, J.R., 2005, The effect of spatial distribution on the effective behavior of
composite materials and cracked media, J. Mech. Phys. Solids, 43 (12), pp. 1919-1951
Torquato, S., 2002, Random Heterogenous Materials. Microstructure and Macroscopic Properties,
Springer-Verlag
Ulm, F.J., Delafargue, A., Constantinides, G., 2005, Experimental Microporomechanics, in : Applied
Micromechanics of Porous Materials (ed. Dormieux L. and Ulm J.F), Springer
Vasseur, G., Brigaud, F., Demongodin, L., 1995, Thermal conductivity estimation in sedimentary bassins,
Tectonophysics, 224, pp. 167-174
FIG. 1 – Echantillon 1, dir. parall.
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FIG. 2 – Echantillon 1, 90o (perpend)
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FIG. 3 – Echantillon 1, 45o
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FIG. 4 – Echantillon 1, dir. parall.
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FIG. 5 – Echantillon 2, 90o
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FIG. 6 – Echantillon 2, 45o
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